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論　文　内　容　要　旨
本論文では, CAT(0)空間に由する課題と,群のgirthに関する課題の二つについて考察する.さらに,
CAT(0)空間に関する課題については主に, CAT(0)次元に関する問題とCAT(0)空間の理想境界-の群作
用に関する問題の二つについて考察する.
最初に, CAT(0)空間に関する課題のうち, CAT(0)次元に関する問題について述べる.非正曲率な単連
結リーマン多様体の一般化として,非正曲率の概念を測地空間に対して拡張したものをCAT(0)空間と呼
ぶ.非正曲率な単連結リーマン多様体の性質の多くはCAT(0)空間にも拡張されている.例えば, CAT(0)
空間上の等長写像もエリブティック, -イパポリック,パラポリックの3つのクラスに分類することが出
来るノ1ラボリック以外の2つのクラスをまとめてセミシンプルという.
ところで, CAT(0)空間に等長的に作用する群に対してはCAT(0)次元というものが定義される.より詳
しくは,群Gが等長変換によって真性不連続に作用するCAT(0)空間の被覆次元のうち最小のものを, G
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のCAT(0)次元という.また,群には幾何学的次元というものも定義される.群Gの幾何学的次元とは, G
が自由に,真性不連続に作用する可縮なcw一複体(K(G,1)一複体)の次元のうち最小のものである.
群Gがねじれ元を持たないとき, GのCAT(0)次元は常に幾何学的次元以上であるが,その2つの次元
の差が0ではなく,かつ有限であるような群の例は知られていなかった. Brady, Crisp [3]とBridson [4]
はそれぞれ,作用がセミシンプルである,ノつまり,作用する群の元がエリブティックまたは-イパポリッ
クである,という仮定の下でCAT(0)次元と幾何学的次元の差が1である,ねじれ元を持たない群の例を
見つけた.そこで本論文では次の間題を考える,
問題1作用がセミシンプルであるという仮定を外したとき, CAT(0)次元と幾何学的次元の差が0では
なく,かつ有限であるような,ねじれ元を持たない群は存在するか?
cAT(0)空間へのセミシンプルとは限らない群作用においては,作用する群の元としてパラポリックな
元が含まれる.このパラポリックな元においては,ハイパポリックな元に対する軸や,エリブティックな
元に対する固定点集合のような｢とらえやすい｣集合が一般には存在しない.ただし, CAT(0)空間にプロ
パー,つまり,全ての閉球がコンパクト,という条件をつけると,そのCAT(0)空間には理想境界と呼ばれ
る位相空間が定義され,パラポリックな元はその理想境界に(1点とは限らない)固定点集合を持つ.そ
の固定点集合を足がかりに,まずは作用するCAT(0)空間をプロパーなものだけに制限して問題1を考え
ることにする.このとき,次の結果を得ることが出来た.
定理1セミシンプルとは限らない群作用において, Brady, CrispとBridsonによる群の例は,プロパーな
CAT(0)空間に対するCAT(0)次元と幾何学的次元の差が1である群の例でもある･
次にCAT(0)空間の理想境界-の群作用に関する問題について述べる.プロパーなcAT(0)空間Xには
理想境界と呼ばれる位相空間が定義され, Ⅹ上の等長写像はその理想境界上の同相写像-と拡張される.
また, Moussong [7]によってCoxeter群が幾何学的に(つまり,等長的に,真性不連続に,かつココンパク
トに)作用するプロパーなcAT(0)空間が構成された.これらのことに関連することとして,次の
Dranishnikovの予想[5]がある.
Dramishnikovの予想　coxeter群がいくつかのCAT(0)空間に幾何学的に作用するとき,それらのCAT(0)
空間の理想境界はすべて互いに同相である.
cAT(0)空間は非正曲率な距離空間なので,負曲率な距離空間であるGromov-hyperbolic空間と共通な性
質を持つこともある.また, CAT(0)空間と同様に,プロパーなGromov-hyperbolic空間にも理想境界が定
義され,ある群Gが2つのプロパーなGromov-hyperbolic空間に幾何学的に作用するとき,それら2つの
空間の理想境界の間には同相写像が存在することが知られている.この同相写像はGの作用から具体的に
導かれるものである.最終目標はDranislmikovの予想を肯定的に解決することであるが,その手がかりを
得るために,本論文では次の間題を考えた.
問題2　Gromov-hyperbolic空間の場合と同様の方法で, Coxeter群が幾何学的に作用するCAT(0)空間の
理想境界の間の同相写像を導くことが出来るか?
本論文ではあるCoxeter群とMoussongが構成したプロパーなcAT(0)空間を用いてこの問題の反例を
作った.
定理2　Coxeter群において,それが幾何学的に作用する2つのプロパーなcAT(0)空間の理想境界の間の
同相写像を, Gromov-hyperbolic空間の場合と同様の方法では導くことが出来ないものが存在する･
この結果により, Gromov-hyperbolic空間の場合とは別の方法でCAT(0)空間の理想境界の間の同相写像
を構成しなければならないCoxeter群が存在することが分かったが,実際にどのように同相写像を構成す
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ればよいのかということについては今後の課題である.
最後に群のgi血に関する課題について述べる.連結なグラフTに,各辺の長さを1とする距離を入れ,
Tを距離空間とする･グラフTにおいて,そのループの長さのうち最も短いものをTのgi血と定める.た
だし, treeのようにループがないグラフについてはそのgirthの値は無限大とする.グラフのgirthに関し
てはMargulis [61が,有限個の頂点を持ち,各頂点から出る辺の数が全て等しいグラフについてそのgi血
の値の上限(これは,頂点の個数より小さい値である)を調べている.
ところで,有限生成群においては,その各有限生成元集合に対して,ケ-リーグラフと呼ばれる連結な
グラフが対応する.一般に1つの有限生成群に対し,有限生成元集合は複数存在するので,そのケ-リー
グラフも複数存在する.従って連結なグラフに対するgirthを,有限生成群のケ-リーグラフに対して考え,
それによって有限生成群の不変量を構成しようとするのは自然なことである.具体的には,有限生成群G
に対し,そのすべてのケ-リーグラフに対してgirthを求め,そのうちの上限をGのgirthと定める.
Schleimer [8]とAklmedov l1], [2]は様々な有限生成群についてそのgirthの値を計算している.例え
ばAkhmedov [2]は, Gromov-hyperbolic群の有限生成部分群Gがその有限指数部分群として巡回群を含
まないとき, Gのgirthの値が無限大になることを証明している.その証明は,あるコンパクト空間-の群
作用のダイナミクスを用いている.このことを利用して,本論文では一般的な有限生成群に対して,その
gi血が無限大になるための十分条件を得た.また,その十分条件を満たすことを示すことによって,ある
タイプのconvergence群と写像類群の部分群のgirthが無限大であることが分かった.
定理3　群Gをconvergence群とし, HをGの有限生成部分群であって,その有限指数部分群として巡回
群を含まないものとする.部分群Hの極限点が2点以上のとき, Hのgirthの値は無限大である.
定理4　写像類群の既約な有限生成部分群をGとする.部分群Gがその有限指数部分群として巡回群を
含まないとき, Gのgirthの値は無限大である.
有限指数部分群として巡回群を含まないGromov-hyperbolic群は2点以上の極限点を持つconvergence群
であることが知られている･従って,定理3は上で述べた, Gromov-hyperbolic群のgi血に関する
Akhmedovの結果の拡張になっている.
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論文審査の結果の要旨
本論文は､ CAT(0)空間への群の等長的作用および群のgi血についての研究をまとめたものである･
CAT(0)空間とは非正曲率の距離空間のことであり､アダマール多様体(非正曲率をもつ単連結完備リー
マン多様体)の一般化である｡ Coxeter復体やユークリッド的ビルディングなど､多様体ではないような
典型例が数多く知られているが､多くの重要な例では､自然に等長的な群作用がある｡ CAT(0)空間は可
綿であることから､群がCAT(0)空間-ある自然な条件をもって作用したとき､そのCAT(0)空間は群の
ェィレンバーグ･マクレーン空間となる｡以上により､ CAT(0)空間は幾何学的群論の立場から重要な研
究対象である｡
群Gが与えられたとき､ Gが等長変換によって真性不連続に作用するCAT(0)空間全てを考え､その被
覆次元の最小値を､ GのCAT(0)次元というoまた､ Gが自由かつ真性不連続に作用する可縮なCW複体
全てを考え､その次元の最小値を､ Gの幾何学的次元という｡これらは群の素朴な不変量を与えているo
群Gがねじれをもたないと仮定する｡このとき､ GのCAT(0)次元は幾何学的次元以上となるoここで､
この2つの次元の差がゼロでなくかつ有限になるような群の例はあるか?という問題を考えるo Brady-
CrispとBridsonは作用がセミシンプルという仮定の下でそのような例を見付けた｡本論文では､その替わ
りに､ CAT(0)空間がプロパー(有界閉集合がコンパクト)という仮定の下で, CAT(0)次元と幾何学的次
元の差が1である群の例を構成した｡これは著者および藤原(副査)､塩谷(主査)との共同研究をまと
めたものである｡この研究は､今まであまり研究されていなかったパラポリックな等長変換を詳しく考察･
解析することによって可能となった｡
D,anislmik｡Vは､ある一つのCoxeter群が2つのCAT(0)空間に幾何学的に作用しているとき､それら
の理想境界は同相であろうという予想を建てた｡この予想は､もしそれらのCAT(0)空間がGromovの意
味で双曲的ならば正しいことが知られている〇本論文では,この双曲的な場合と同様の方法では､一般に
はDranislmikovの予想は証明できない反例を構成した.
また､本論文では次の定理を証明した｡ convergence群Gの有限生成部分群Hが与えられたとする｡も
しHが巡回群を有限指数部分群として含まず､かつHの極限点が2点以上ならば､ Hのgirthが無限大で
ある｡ここで､群のgirthとは､そのケーリーグラフのループの長さの最小値として定義する｡これは
Akhmed｡Vの双曲群のときの結果の一般化となっている｡また,幾何学的群論における一つの重要な研究
対象として写像類群があるが､これは双曲群ではなく,かつ先の仮定をみたす興味深い例となっているo
っまり､上記の定理から写像頬群のgi血が無限大であることが従う｡
以上の成果は専門的に価値の高いものであり､著者が自立して研究活動を行うに必要な高度な研究能力
と学識を備えていることを示している｡よって､山形沙恵子提出の論文は博士(理学)の学位論文として
合格と認める｡
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